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Über die absolute Summierbarkeit der Orthogonalreihen 
L. LEINDLER und H. SCHWINN 
Einleitung 
Für Orthogonalreihen (OR) 2 "»"ivWi wo {av} eine reelle Zahlenfolge und 
v = 0 
{<pv(x)} ein im Intervall (0,1) orthonormiertes Funktionensystem (ONS) ist, sind 
die (C, a)-Mittel ( a > - l ) definiert durch 
(*) = 1W 1 Ai- v ßv <P* (*) (» = 0,1, . . . ) 
A n V = 0 
mit • D' e gegebene OR heißt |C, a|-summierbar, wenn in (0,1) 
i k ^ M - ^ x ) ! 
n=0 
gilt. (Die betreffenden Konvergenzaussagen sind stets im Sinne „fast überall" zu 
verstehen.) 
K. TANDORI [4] hat folgendes Kriterium nachgewiesen : 
Satz A. Damit die OR 2 ^n'PnW für jedes ONS {(pn(x)} |C, \\-summierbar 
n = 0 
ist, ist die Bedingung 
CO ( 2m + 1 I1'2 
(1) 2 2 «ü m = 0 ln=2m + l > 
notwendig und hinreichend. 
Später hat der erste der Verfasser in [1] (Satz I) gezeigt, daß (1) auch für die 
|C, oc|-Summierbarkeit von OR im Falle oc>-4 eine notwendige und hinreichende 
Eingegangen am 29. Dezember 1980. 
Diese Arbeit wurde verfaßt, während der erste Autor als Gastprofessor mit Unterstützung; 
der Deutschen Forschungsgemeinschaft am Mathematischen Institut Gießen arbeitete. 
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Bedingung im oben genannten Sinne abgibt. Er hat dort ferner folgende Sätze 
bewiesen (Satz II, Satz IV). 
eo 
Satz B. Damit die OR 2 an<Pn(x) für jedes ONS \C, a\-summierbar ist, ist 
n = 0 
oo r 2m + 1 11/2 1 
(2) 2 an\ im Falle a = —, bzw. 
m = 0 tn=2m+l ) 2 
oo f 2 m + l ' i 1 ' 2 1 
(3) 2 2m/2(1-2*M 2 im Falle - l < a < T m = 0 2m +1 •»' 2 
eine hinreichende Bedingung. Für monotone Koeffizientenfolgen sind (2) bzw. (3) 
auch notwendig, falls die Summierbarkeit für alle ONS {<p„(x)} gefordert wird. 
Satz C. Es gelte und O^a. Dann gibt es eine nichtnegative Koeffi-
zisntenfolge {dn} derart, daß 
oo f 2m + 1 "l1'2 
2K\ 2 düf =-
m = 0 ln=2m+ > 
gilt, die OR 2dn9n(x) aber trotzdem für jedes ONS \C, a.\-summierbar ist. 
n = o 
Satz C besagt auch, daß (2) bzw. (3) keine notwendigen Bedingungen für die 
|C, a|-Summierbarkeit von OR sein können. Es stellt sich die Frage, 
ob durch eine geeignetere, feinere Koeffizienten-Paketierung als durch die Folge 
{2m} in (2) und (3) die Faktoren fm bzw. 2m/2(1_2°° weggelassen werden können, 
ohne die Aussage des Satzes einzuschränken. Auf diesem Wege konnte folgendes 
Ergebnis von V. A. SPEVAKOV und A. B. KUDRYAVTSEV [3] über die absolute Euler-
Summierbarkeit verbessert werden. 
Satz D. Falls 
2< + l l1/2 oo . f '  l V 
22ili\ 2 <*l\ /=0 ln=2! + l > 
1 
ist 2 Cn<Pn(x) i 
auch notwendig, damit 2 an<Pn(.x) für alle ONS {(pn(x)} 
-summierbar. Diese Bedingung ist für monoton fallende {|a„|} 
_ \<PnW Jur alte UJN5 {<PNW) 1 
n = 0 
Der zweite Verfasser hat in [2] gezeigt: 
-summierbar ist. 
Satz E. Die OR 2 an<Pn(x) ¡st genau dann für jedes ONS {<?>„(x)} \E,q\-
n = o 
summierbar (0<<7<1), falls 
OO |-(I+L)2_L ->1/2 • f(/+1) -1 V 
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Auch für die (C, a)-Verfahren können wir zeigen: 
oo 
Satz. Damit die OR 2 ön<Pn(X) für jedes ONS \C, a\-summierbar ist, ist*) 
)1/2 1 
(4) 2 \ 2 an\ im Falle <x = y , bzw. 
„ r 2ym+I I1 
" = ° W m + 1 J 
~ f (m + l)l/(l-2«» 11/2 1 
(5) 2 \ 2 a2„\ < » i m M e ( ) - = § « < -
eine hinreichende Bedingung. 
Bemerkung 1. Sind Bedingungen (2) bzw. (3) erfüllt, so auch (4) bzw. (5). 
Z. B. folgt für <*—y mit der Hölderschen Ungleichung 
i I 1 ' 2 oo№ + l )3 - l f l ^ 2 oo _ f 2fc + 1 1 1 / 2 
_ _ 2 ] _ 
OO f  + l 1 
2 { = . 2 : { 2 4 ^ 2 № \ n 2 + / ] 
Bemerkung 2. Falls {|a„|} monoton fallend ist, sind (2) und (4) (bzw. (3) 
und (5)) äquivalent. Deshalb sind in diesem Fall nach Satz B auch (4) und (5) 
notwendige Bedingungen. Die Äquivalenz gilt nicht für beliebige {a„}. Die erste 
Aussage kann elementar gezeigt werden. Für die Nichtäquivalenz kann im Falle 
a = y das Beispiel dienen: 
a¡ = m~B/i falls i = 2m+1, a¡ = 0 sonst. 
Bemerkung 3. Die Bedingung (4) ist im allgemeinen nicht notwendig, damit 
1 •summierbar ist; denn es existiert eine 2a„(pn(x) für jedes ONS {<?„(*)} 
(nichtmonotone) Koeffizientenfolge {a„}, die (4) nicht genügt, wobei aber 2 an'Pn(x) 
C ' 2 
für jedes ONS {cp„(x)} <4 -summierbar ist. (Zur Vollständigkeit geben wir unten 
einen ausführlichen Beweis an.) 
b 
*) Für o,¿>€R bedeutet E ...= E 
it—a 
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§ 1. Beweis des Satzes 
I. Falls et—0, lautet (5) 2 | u n d die Behauptung folgt sofort. 
n = 0 
II. Wir setzen nun a > 0 voraus. Für die Darstellung 
" 1 
<+i(x)-ax„(x) = 2Ln°la,<Pv(x) + a*+i<Pn+i(x) 
v = 0 S*n + 1 
gilt bekanntlich 
<*»(«) ( " + 1 „ ~ r l v ^ ra * w ( W + U ) a " l v < « — 1 u n d 
Mit den Folgen 




i üÄii l1 '2 
4.(«) = 2 «V2 lv=/i<J>+l J 
erhalten wir dann für ein festes a ^ O c a ^ - l j m i t nm=fi(°p, km=k(*\ Am=An 
IM := 2 / l a ß i 00 - Wl dx == 2 "T f (*) - toi dx ^ 
n= 2 Q m=Q n=/im+l q 
- , f + l * l1/2 
s 2 2 f №Mx)-oP(x)fdx\ = 
m = 0 ln=|im + l , f i 
» + i • a2 l1 '2 
= 2 » ^ 2 -m = 0 ln=,im+lv=0 (^i + l) ) 
~ , f /«m + 1 " (n J-1_V-»2«-2V2 l1/2 ~ 1/JT 
2 2 v «i m = 0 ln=^m+lv=0 " J m=0 /im 
Für OL—y gilt nach dem Mittelwertsatz ( ^ T m / w + T ) 
(7) = 2 ^ - 2 ^ = _ ^ C ^ ß 
2 ym + l + Vm fm 
u n d f ü r 0 < O I < 1 bes teh t 
2 
km = (m +1)1/(1 ~2a) — m1/(1 ~2a) S C'm2*«1-2*), 
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womit 
(8) 
2 ^ A m = 0{ 1) 
1 = 0 Um 
2 l / r ^( log / i m + 1 ) 1 / M m = 0(1) (a = 1 ) t = 0 r ßm 
folgt. Damit ergibt sich weiter 
~ f "m + l "k + 1 (n+l —Vi2"-2 
/(a) ^ Q 2 \km 2 2 2 { „J! v^H 
m=0 n=ji„+U=0 " 
"m f n . 1 _v)2a-2 f. + iV2 
+ 2 ( v2ai+ ^ ( v2«2 +0 (1 ) s V=fm-1+1 n v=„m+l n ) 
^ r v / t - v+ 1 v 2 V (tt + l -v ) 2 *- 2 2 211/2 = Ci 2 2 2 2 — — v a*\ m = 0 <• n=/i„ + llc = 0 v=u^+l " > 
+ 
- f fm + l C„+l_v)2o:-2 -|l/2 
+ Q 2 k 2 2 „ J s V2a? 
m=0 l n ) 
~f i'rn + i « ( n + l — v)2®-2 l1'2 +Ci 2 2 M2a+2—V2a? +0(1) := + 2i'y+ 2P+0(1). m = 0l t> = ttm+lv=ßm + l Tl ) 
Wieder gilt mit (8) 2 S ! Ö + 2 B , ) < 0 0 - Deshalb bleibt noch zu zeigen 
(9) 
(I) Der Fall a = —. Hier erhalten wir 
~ ( "m + l m—2 „2 l1'2 
2 i 1 / 2 ) ^ c 2 2 U m 2 2 - Ä + I ) " 1 ^ ^ m = 0 l n=ilm + l)t=0 » 
f k + yl CO W 
2 + 2 - ^ ( ^ - Ä + X ) - 1 ' 2 -
*=0 V/n=*+2 m=k + Yk+l' "m 
Für Yk + 1 erhalten wir wegen 
mit (7) 
(10) 2 c 4 f =k+K* + l m=k + l F rnT.' 2'* 
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Für k + 2 ^ m ^ k + ] f k gilt wegen 2)W*/2/* SC 6 und 
(11) A I . - Ä « = ( m - f c - l Ä 2 f i S 2 ^ fc < C -= m: 
2 VC Kk 
2 - ^ ( ^ - / ^ - ^ C s - ^ p 2" 
Dies liefert mit (10) 
womit (9) im Falle nachgewiesen ist. 
2 
(II) Der Fall 0 < a < — . Aufgrund von km^C10m1~2' gilt hier 
® f I + l m - 2 Plc + 1 I 1 ' 2 
2 2 2 («+ i -v ) 2 a - 2 v 2 a? s 
m = 0 lf»m n=/im + l * = 0 v=/ifc-f-l 1 
~ f 2(a —1) m-2 /it+1 -.1/2 (12) . S C 1 2 2 m 1 - 2 " 2 / 4 2 ( ^ - v ) 2 1 - 2 « 2 s m = 0 1 4 = 0 v=ut+l 
^ /  
_ n + 1 —v)2a_2v2a2 
=pfc+i 
~ f 2(a —1) m-2 /ifc+1 -|l/2 
" 2 " " " 
c,2 ¿ A f t 2 (^ , -Ä+I)*- 1-* = 0 m = * + 2 
Wegen fim—nk+1^C13(m—k)k1~2:' erhalten wir 
2k «-1 2a(a-l) 2t a-1 
2 m ^ i H m - P k + i Y - 1 ^ Cuk*-2* 2 m ^ i m - k y - 1 ^ m=k+2 m=k+2 
2a(g-l) g-1 -1 
S C15fc !-2" +i-2*"ra = Ctfk1-2*; 
Oö g-1 2a(i-l) oo g-1 -1 
2 + 2 tn1-2*mx-1 C^k1-2*. m = 2* + l m=2t + l 
Die beiden letzten Aussagen ergeben nach (12) die Beziehung (9) auch für 
0 < a < y . Der Satz von B. Levi liefert dann für die Aussage des Satzes. 
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§ 2. Beweis der Bemerkung 3 
Wir setzen mit f im=[2/^] *) 
ak = 0 für k fim (m — 1,2,. . .) und k = nm, m = 0, 1, 2, ..., 15; 
= 0- + 1 ) ( i + 1)3 f ü r ¿ = 4 , 5 , . . . ; j = 0 , l , . . . , 2 i . 
Dann gilt 
- f Mm + 1 l 1 / 2 ~ =»(¡ + « » - 1 CO , 
2 \ 2 4 = 2 K J = Z m=0 *-n=/lm + l ' m = 0 i= 1 m=i2 1=5 * 
d.h. (4) ist verletzt. Wir zeigen, daß jedoch 2 an'Pn(x) für jedes ONS {<p„(x)} 
11 = 0 
-summierbar ist. Diese Behauptung folgt sofort, falls C ' 2 
(13) 2 / 
" = l0 
nachgewiesen ist. 
Es sei im folgenden ( / i i 2=)2 i^n<2'+ 1(=^ ( ; + 1 ) 2) (z'^4), etwa 
für ein j mit /2^y'<(/+l)2 . Wir betrachten dann (vgl. § 1) 
/„ := / k<1/2)(*)-«(*)| dx - ^ 
f ' w2 11/2 
L= 0 n 3 (n -^ i m +l ) ""J 
1/2 f (2_i „2 „2 
+ Ä *r ( f - f f - 1 r I J ' V V 
~ H l ^ o n3(n-/ im + l)J + n3(n-/ im + l)J 
\m%* n 3 ( n - ^ m + l ) "mJ + l n 3 ( n - ^ . + l)J J 
(14) =:/r2(/<1> + /<2> + / f ) + / ^ ) 
(dabei sei 7„(3):=0, falls y=/2). 
(I) Wir erhalten zuerst für 7® wegen n—/im + l s 2 ' _ 1 
K [ i-2 (<1 + 1)2-1 ->1/2 K i—2 № + 1)2-1 l1'2 
l lfc=0 m=k2 > £ t=0 l m=k2 > 
*) [a] bezeichnet den ganzen Teil von a. 
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und 
f(*+i)s-i I1/2 CO CO 2' + >-l oo 1 1-2 f(* + l)s-l "I1'2 
2 = 2 2 2 a ü ^ 
n=l f=0 n=2 1=0 fc = 0 l m=ics j 
oo r(* + i)S_i il/2 co i (15) 2 «L 2» 2 
da 
y f + y ~ \ 2 f -
k=ol „ Ä '"J ~ . f o l ( m - k 2 + l ) ( f c + l ) 3 J " A \ f i k3'2 • 
(II) Ähnliche wie in (11) erhalten wir bei /n(2) für (/ - 1 ) 2 ^ w < /2 (z +1)2 
(i2 —m) -
und mit = O ( y ) (i2 < j < (i + 1)2) 
2'+l (i+l)»-l + i K (/+1)2-1 HJ + 1-1 f i>-1 „2 -»1/2 
2 7«(2) = 2 z e ^ - j k z 2 { 2 — s 
n = 2 ( j = i s n~fi 1 j=i2 n = / j . I m = ( / - 1 ) 2 n + 1 — / / „ • » 
(16) 
+ - 1 1 11/2 
- 2"2 & 1 . 4 m = £ 1 ) a 2 ^ ( i 2 - m ) ' ( r n - ( i - l ) 2 + l ) i 3 J " 
— 2' • i3/2 ' i jti» U=o (2/— 1 — k)(k + 1) J -
s if7(2t + l) i V 1 f 1 1 \1/2 ^ 
i2 U t i 2i 1 2 i - l — fc + f c + l j - ¡3/2 • 
(III) Für 7® erhalten wir analog 
2< + 1 - l "(l + l)2-1 (i+l)2-l/J. + 1 - l ( j - 1 2 11/2 
2 / < 3 ) = 2 2 2 1 2 — | -
i 9 1 ^ 1 l 1 ' 2 Ä 
- 2i/2 j J = i f + 1 O ' -m) (m —i2 + l)(i + l)3J ~ 
(17) 
~ f i J-fti U=0 (fc + l ) 0 - ( i 2 + /c))(« + l)3J -
^ K u « ^ - ' n - ' 1 ( 1 1 n 1 / 2 ^ g „ / l n 2 i 
~ <2 y - f t i I ä j ' - i 2 + l l k+1 j-P-k)) ~ i™ ' 
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(IV) Schließlich gilt 
2. W * §k X 2 K »=2' 2 j=p n=/iy j / n + 1 - ^ 
' -1 Pj+l-
(18) = w Z M 2 
jr (/+i)s-i /ij+i-i 1 fc (i+i)»-i 
# i ä i m ^ r ^ i â 
~ 2 ' / 2 7 i 3=fl l o + i - i 2 ) 0 ' + i ) 3 i ~ i'3/2 ' 
(V) Nach (15), (16), (17) und (18) gilt 
n = l 
womit (vgl. (14)) (13) und die aufgestellte Behauptung bewiesen ist. 
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